Aportaciones Matematicas
Comunicaciones 17 (1996) 11-24.

Modelo matemdtico de un reactor PFT para
mezclas continuas.

Jon Chapman
Alistair Fitt
Guilmer F. Gonzalez Flores
Jestis Lopez Estrada
Jesis Obet Marroquin de la Rosa
Rodolfo Suarez
Maria Lourdes Velasco Arregui

Abril de 1995

Resumen

En este trabajo se discute un modelo matemdtico para un reactor tubu-
lar de flujo tapén para el hidrotratamiento de una mezcla de muchos compo-
nentes. Basandose en el tratamiento para este tipo de corrientes propuesto
por R. Aris y G.R. Gabalas, explorado también por otros autores, se llega
a un sistema de ecuaciones integro-diferenciales. Para su resolucién se pro-
pone el método de residuos pesados con proyeccidn.



1. Planteamiento del problema

1.1. Mezclas Continuas

Dentro de la industria petrolera, especificamente en el 4rea de la refinacidn, tanto
las corrientes de materia prima, como los productos intermedios y los productos
terminados (combustibles y lubricantes), son en realidad mezclas de una gran can-
tidad de componentes, cuya transformacidn involucra a un considerable niimero
de reacciones.

Para tales casos se han desarrollado dos formas de trabajar, (1) mediante
pseudocomponentes y (2) suponiendo una mezcla de un continuo de componentes.

En la primera se consideran conjuntos de compuestos reales que comparten
propiedades similares, fisicas o quimicas segin sea la aplicacidn; estos conjun-
tos son tratados como compuestos simples a los que se les aplica la metodologia
existente para sistemas de pocos componentes.

En la segunda, se considera que la mezcla contiene un nimero infinito de com-
ponentes representables mediante un continuo. Para ello se elige como pardmetro
alguna de las propiedades representativas de los compuestos, como pueden ser
peso molecular, temperatura normal de ebullicién, nimero de carbonos, etc.

La aplicacién de la metodologia disponible para sistemas reaccionantes se
aplica asf a las distribuciones de concentracién de compuestos, obteniendose, en
lugar de un sistema de ecuaciones algebraicas o diferenciales de balance, un sis-
tema de ecuaciones integro-diferenciales.

1.2. Generalidades

Tomando como sistema a un volumen definido, al cual se le introduce y extrae
masa, el balance total de materiales se expresa esquemdticamente mediante la
sigulente ecuacion:
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{entrada} = {salida} + {acumulacién}

en el caso de los compuestos individuales, se tiene una posibilidad mas, que es la
transformacién, por lo cual se incluye el término correspondiente:

{entrada}; + {generacion}; = {salida}; + {acumulacién};,

en donde se considera positivo al término de generacién cuando se refiere a la

transformacion de los componentes distintos de ”i” para formar a éste, y nega-

tivo cuando el compuesto "¢ se transforma en algin otro. De esta manera, la

conservacién de la masa se expresa de la siguiente manera
> {generacién}; = 0

1.3. Balance de un reactor de flujo tapén.

El reactor de flujo tapén es un equipo cilindrico, donde la corriente de proceso fluye
en la direccién axial, sin que haya ningiin retromezclado en la direccién del flujo,
y con mezclado completo, esto es, sin ninguna variacidn, en la direccién radial.
La transformacién de la corriente se efectia conforme se recorre el recipiente, por
lo que es conveniente efectuar el balance a nivel diferencial. Como primer paso se
considera un elemento de volumen, con drea de seccién transversal Q y longitud
Az; en donde los términos de balance tienen la forma siguiente:

{entrada}; = v p¢ , {salida};= v p?
{generacion}; = Q Az M; (Y vij ri + [ vi(w) r(w)dw)
{acumulacién};, =Q Az %%

Asi al rearreglar y hacer tender a cero la longitud del elemento de volumen, el
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balance de masa por componente, queda expresado como:

%8(8\’:0 + %’? =M, (Z vij T + / vi(w) r(w)dw)

Mediante un procedimiento equivalente se tiene que para los componentes
continuos el balance de masa tiene la forma:

d(ve(u)  Opl(u) _ o0
02 o M(“)/o

donde se ha utilizado la variable llamada velocidad superficial ”v”. definida como
el cociente del flujo volumétrico v y el drea de seccidn transversal 2.

El balance de los compuestos discretos también puede expresarse en la forma de
esta dltima ecuacién definiendo su concentraciones, pesos moleculares, coeficientes
estequiométricos y velocidades de reaccion mediante las funciones generalizadas:

plu) =p, 6(u—w)

M(u)=M,; 6 (u—u)
v(u,w) = vy 6 (u—u) § (w—w;) ovi(w) §(u—u)

r(w) =r; 6 (w— w;)

1.4. Cinética de reacciones

La velocidad a la cual se llevan a cabo las reacciones se expresa como funcién
de la temperatura y de la composicién de las sustancias que participan en la
reaccién en cuestion. Los modelos cinéticos mas simples son los que suponen
una dependencia lineal con respecto a la concentracién de los compuestos que
intervienen. La velocidad neta de cada reaccidn es resultado de la diferencia
entre la de la llamada reaccién directa, esto es, la que "va de los reactivos a los
productos”, y la de la reaccién inversa, o sea la que "va de los productos a los
reactivos” | por ejemplo:

r = kJA] - k([B]
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donde [A] y [B] son las concentraciones molares del reactivo y del producto
respectivamente. En el caso de las reacciones de los componentes discretos la
termodinamica proporciona informacion sobre si es posible o no despreciar a la
reaccion inversa en determinadas condiciones, pudiéndose asi simplificar al modelo
cinético llamado irreversible, cuya expresion mas sencilla es la siguiente.

r = k.[A]

Como se dijo anteriormente, las concentraciones que intervienen en los modelos
cinéticos son molares, mientras que las ecuaciones de balance de los reactores se
tienen en términos de concentraciones masicas. Con el fin de trabajar un mismo
tipo de concentraciones se recurre a la siguiente equivalencia

[Xi(u)] :%, donde M(u) es el peso molecular,

de manera que al sustituir &, por

k(u,w) = %z)u_)’ y k' (u,w) = ey

se tienen los modelos cinéticos en términos de las concentraciones en masa.

1.5. Problema ejemplo

Tomaremos como ejemplo el caso del hidrotratamiento de gasoleos, utilizado para
mejorar la calidad de estas corrientes, tanto como etapa intermedia de proce-
samiento, como para acabado del producto. En el proceso se busca eliminar el
contenido de azufre y nitrégeno de los compuestos , asi{ como disminuir la concen-
tracién de hidrocarburos aromaticos convirtiéndolos en parafinicos, mediante las
sigulentes reacciones:

(D) Coy Hyy S + (B2 — 2529) H, = () O, H,, + (s3) HaS

2p1 2

(I1) Coy HoNoy + (82 — 2520 ) Hy = (22) C,, H,, + (ns) N Hy
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(IH) Cfl Hfz + (%%;{L - I22) H2 = (‘;{1{) Om sz

(IV) Cllth + (%21,_?_ - E21) Hy = (%) CPle

La caracterizacion de este tipo de corrientes se da, basicamente, mediante su
rango de puntos de ebullicion normal (curvas de destilacién), composicién referida
a contenido de hidrocarburos parafinicos, nafténicos y aromaticos, y analisis ele-
mental, esto es, contenido global de carbono, hidrégeno, azufre y nitrégeno.

En el sistema solo intervienen reacciones continuas, que al igual que los com-
ponentes continuos se han dividido o clasificado en diferentes familias. Asi los
compuestos quedaran identificados por un indice ¢ con el que se denotara a la
familia a la que pertenecen (ver tabla) y con un pardmetro continuo u.

[ COMPONENTES DEL SISTEMA I

Indice ¢ | Tipo de compuesto | Formula General
1 sulfurados Cs, H,,5,,
2 nitrogenados Cry Hpy Ny
3 nafténicos Cy Hy,
4 aromaticos Co Ha,
5 parafinicos Cp Hy,
hidrégeno H,
sulfhidrico H,S
amoniaco NH,
Nota: 1, s2, 83, ..., P1, p2, son funciones de la variable continua u.

Asf mismo a las reacciones se les identificara con las parejas de indices y de
parametros continuos, correspondientes a los compuestos organicos que participan
en ellas. Por ejemplo, la reaccidn (I):

—2
Cy Hy,S,, + (ﬂ - 32—3—3) Hy = (3—1> C, H,, + (s3) HyS
2p 2 2

tendra indices 1, 5, y parametros u y w correspondientes al sulfurado y al parafinico
particulares que participan en dicha reaccion.
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En el problema aqui considerado, se asumira que las velocidades de reaccién no
son afectadas por la concentracion de los componentes discretos, y que tienen una
dependencia lineal con la concentracidn de los componentes continuos. Se conside-
raran cinéticas reversibles en todos los casos, aiin cuando hay informacidn de que
en algunas partes del rango de ebullicién normal y bajo condiciones de operacién
apropiadas es posible simplificar la hidrodesulfuracién y la hidrodenitrogenacién
a modelos irreversibles, lo cual no sucede con la hidrogenacién o saturacién de
aromaticos.

Los reactores que se utilizan son usualmente reactores tubulares, que en el caso

mas simplificado se pueden representar como de flujo tapén. En nuestro modelo
se supondra ademds que se tienen condiciones isotérmicas.

1.6. Ecuaciones de balance de masa

La modelacion matemdtica del reactor quimico tubular de hidrotratamiento bajo
discusion da lugar al siguiente sistema de ecuaciones integro-diferenciales:

Qi+ Depi = Mi () [ vis (w0) [k () () = B, ps ()] o,

para:=1,...,4.

Qups +v Oops = Ms (u) 3 /0°° vsj (u,w) [k (u,10) p; (u) = K (u,w) ps (w)] dw

que se obtienen de los correspondientes balances de masa para los componentes
sulfurados (i=1), nitrogenados (i=2), nafténicos (i=3), aromdticos (i=4)
y parafinicos (i=5);

Y en donde:

pi (u) = pi(t, z;u) es la distribucién con respecto al pardmetro u de la concen-
tracion de masa de los compuestos tipo .
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M; (u) es las distribucién con respecto al parametro u de los pesos moleculares de
los compuestos tipo .

vij (u,w) es el coeficiente estequiométrico en la reaccion directa del ”compuesto”
X;(u) al ”compuesto” X;(w); vis (u,w) < 0,y vs; (u,w) > 0,si 2,7 <5.

k; (u,w) es la constante de velocidad de reaccién de los compuestos (z,u) en la
reaccién directa a los compuestos (5, w)

k! (u,w) es la constante de velocidad de reaccién de los compuestos (z,u) en la
reaccién inversa a partir de los compuestos (5, w).

A su vez este sistema de ecuaciones se puede expresar, en notacién matricial,

como o)

Bup () +v 0ep () = Cu) p(w) = [ T (u,w) p(w).dw

en donde
(w) = (p1 (1) ey p5 (1))

C (u) = diag (e () .y 5 (),

s

es(u) = Ms (u) > /Ooo vs; (u,w) K (u,w) ps (w).dw;

0 0 Y15 (U U))
r (u, w) == )
0 0 Yas (u, w)
51 (ua ’U)) Y54 (u7 w) 0



con
Yis = —Ms (u) vsi (u,w) k! (u,w) , parat =1,...,4;

vs; = —Ms (u) vs; (u,w) kj (u,w) , para j = 1,...4.

2. Resolucion de la Ecuaciéon de un Reactor Tubular de
Hidrotratamiento

En esta seccién estudiaremos una propuesta para la resolucion de la ecuacién
integro-diferencial, que se obtuvo en la seccion anterior:

con condicionés iniciales

p(0,z;u) = p (z5u), 0< 2 <1, 0 < u< oo, (2.2)

y con condiciones de entrada o de frontera (por la izquierda)

p(t0;u)=p (t;u), t20, 0 <u< oo, (2.3)

en donde, por razones de generalidad, supondremos que la funcién incégnita
p(u) = p(t,zzu), t > 0,0 <z <10 <u < oo, toma valores en R", mien-
tras que C (u), I' (u,w) lo hacen en %", que p_(z;u), p, (t;u), son funciones
con valores en ®". Todas ellas son cuadrado integrables con respecto al pardmetro
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u sobre [0,00), con excepcion de las dos ltimas, que supondremos continuas a
trozos con respecto a z y t, respectivamente.

Empecemos mencionando que cuando C (u) es una matriz constante, lo cual
evidentemente no es nuestro caso, la ecuacién (2.1) puede ser resuelta de manera
aproximada por el método de niicleos degenerados, e incluso de manera exacta
s1 la funcién nicleo I' (u, w) es degenerada, inicialmente propuesto para la resolu-
cién de ecuaciones integrales de Fredholm de segundo tipo (véase Tricomi [T] . O
bien , por los métodos de expansién o en diferencias que se proponen en el Cap.
9 de Richmyer-Morton Morton [RM)] (véase también el Cap. 14 en Delves-Walsh
DW] ).

Pasemos a la aplicacién del método de residuos pesados con proyeccién
para el caso que nos ocupa. Esto es, cuando C (u) no es una matriz constante.

El método de residuos pesados parte de la idea de hallar una solucién
aproximada

p* (u) = p* (t, z; u) para la ecuacidn (2.1) de la forma

£ =30 g, () (24)

en donde @, (u), 7 =1, ... ,m, son funciones con valores en ®" cuadrado in-
tegrables sobre [0,00) linealmente independientes (L. i.). Aqui, los coeficientes
a; =a;(t,z),j =1, ... ,m, son funciones a determinar.

Dada p* (u), definimos su funcién residual r (v) = r (¢, z; u) como

r(u) =pes Opp* (u) +v 0,p" (u) — C (u) p* (u) — ./Oool_‘(u,w)ﬁ* (w)ydw (2.5)
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Asi, sustituyendo (2.4) en (2.5) se tiene que

I'(U) — in: (Btaj +v 8zaj)£j (u) - i:aj C(U)fj (U) - ilaj ﬁj (U)

i=1

en donde

Se cuenta con varias formas de proceder para determinar los coeficientes a; =
a; (t,z). El método de residuos pesados por proyeccién consiste en determinar
los coeficientes «; de manera que

/Oohz (u)r(t,z;u)du =0,
0

para todat > 0,0< z <[ parai=1, ... ,m;

en donde h; (u) ,7 = 1, ... ,m, son funciones con valores en ®" cuadrado inte-
grables y [ i. sobre [0,00). Luego, de estas condiciones se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones lineales hiperbélicas de orden uno:

B(Oia+vd, a)—F=0 (2.6)

en donde
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a=qa(tz)= (a1 (t,2),a2(t,2),...,am (t,2))" ;

B = (b:;),

b;; = /oo h (u) @, (W)du, i, =1,...,m;
b 4

F=(fi;),

fi= [ bt (C)g, )+ 8, (@) du, ij=1,..m.

Ahora, si las funciones ¢ (u) y ¥.(u), 7 =1, ... ,m, son elegidas de manera
L =
que la matriz B sea no-singular entonces el sistema de ecuaciones hiperbdlicas
(2.6) se puede reescribir como sigue

Oatvo,a—Ga=0 (2.7)

con G = B1F.

Un caso especial muy importante de este método consiste en tomar las fun-
ciones h; (u) = ®; (u), j =1, ... ,m. En dicho caso, se asegura que B en (2.6) es
no-singular, pues B resulta ser el grammiano de las funciones ®; (u),7=1,...,m,
v por ello, B es simétrica y positiva definida.

La solucion del sistema hiperbdlico (2.7) se puede obtener mediante la apli-
caci6én del método de lineas o mediante un método en diferencias.
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Las condiciones iniciales y de frontera por la izquierda para el sistema (2.7) se
obtienen proyectando las condiciones iniciales (2.2) y las condiciones de frontera

(2.3) para el sistema integro-diferencial (2.1). Si las condiciones iniciales para
(2.1) son

p(0,zu) = p, (z5u),

0<2z<,0<u < o0,

entonces las condiciones iniciales para el sistema (2.7) son

en donde

go(z):</ooort1(u)£o(z;u)du, /Ooortz(u)ﬁo(z;u)du, s /Ooorfn(u)go(z;u)du)t.

De manera andloga, las condiciones de frontera para el sistema (2.7) estan
dadas por

en donde
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P () = (/owr; (u)ﬁe(t,u)du,/ooo b (u) p, (t,u) du, .. ,/Omr; (u)ge(t,u)du)t.

Por tltimo, cabe hacer notar que en esta propuesta atn falta, entre otras cosas,
desarrollar el anélisis de convergencia y el estudio de estrategias para la eleccién
de las funciones de ensayo ®; (u), 7 = 1,...,m., ambas de importancia tedrica
y practica. Para abordar estos aspectos es de gran relevancia considerar casos
especificos del modelo matemdtico bajo estudio que ayuden a orientar el trabajo
de investigacion que falta por desarrollar.
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