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Articulo Expositorio.

Tema: Matematicas Aplicadas.

Se estudia el problema directo de la evoluci6n temporal del manto
freatico. Se encuentra la soluci6n para el regimen permanente. Con
el analisis de grupo de la ecuaci6n de Boussinesq para infiltraci6n,
se halla la soluci6n del regimen transitorio. El metodo se generaliza
facilmente a cualquier dimensi6n.

Para cerrar el ciclo, se resuelve el problema inverso de la porosidad
drenable para un acuffero freatico.
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Los suelos agricolas son la fuente de los alimentos y vestidos de los pueblos
del mundo. La salinidad afecta extensas zonas de los suelos agricolas de
numerosos paises. En el caso de Mexico, la importancia del problema pue-
de apreciarse en su contexto econ6mico. Para ello es conveniente recordar
algunas cifras referentes al proceso de salinizaci6n de los suelos agricolas, [15].

En los dos millones de ki16metros cuadrados de la superficie total de la Re-
publica Mexicana, se cuenta con aproximadamente 30 millones de hectareas
potencialmente agricolas; de ellas se siembran 23 millones, se cosechan 19
millones y se hallan bajo riego 6 millones de hectareas.

En las zonas de riego se ha producido un progresivo ensalitramiento del
suelo ocasionado por el uso inadecuado del agua. El area afectada se estima
en 600 mil hectcireas (10%).

En 1995 se recuperaron 40 hectareas en el Valle del Carrizo, Sinaloa,
instalando un sistema de drenaje parcelario con separaci6n de drenes de 25
mts y de 50 mts.

En la actualidad estan en proceso de recuperaci6n cerca de 10 mil hec-
tcireas en el noroeste del pais, en donde se combinan sistemas de drenaje topo
con los sistemas entubados.

Dentro de la pasada reuni6n de Industria y Matematicas, celebrada en Fe-
brero de 1997 en Cocoyoc Morelos, se presento el siguiente problema:

Para un sistema de drenes hallar:
1. La f6rmula de descarga par unidad de longitud.
2. La soluci6n para la ecuaci6n adimensionalizada de evoluci6n del manto

freatico.
3. Escenarios para maximizar la separaci6n entre drenes.
4. La posible relaci6n entre la potencia del coeficiente de transmisividad

y la separaci6n entre drenes.
En el presente articulo nos abocamos a la soluci6n parcial del problema

anterior. Presentaremos la soluci6n en dos partes: en la primera estudia-
mos el problema directo, dentro del cual hallaremos la f6rmula para el nivel
freatico tanto en regimen permanente como en el transitorio. En la segunda,
para el problema inverso haremos uso del Teorema M-B # 1 [13], acerca de
la fractalizaci6n del coeficiente de difusi6n y la dependencia funcional que



puede inferirse de su combinacion con el analisis de grupo de la ecuacion di-
ferencial. Podremos entonces, tambi€m plantearnos el problema inverso de la
porosidad drenable y resolverlo para el caso de su dependencia con la presion.

Dentro de los principales resultados conocidos referentes al tema pueden ci-
tarse los siguientes:

Las hipotesis de Dupuit (1865) se resumen en: 1. Las lineas de corrientes
son casi horizontales, para pequeiias inclinaciones del manto freatico. 2. Las
velocidades por estas lineas de corrientes son proporcionales a las pendientes
del manto freatico, e independientes de la profundidad.

Estas hipotesis fueron usadas por Forchheimer en 1930, yen la actualidad
son conocidas como hipotesis D-F. (Dupuit-Forchheimer).

Las primeras ecuaciones de drenaje fueron desarrolladas entre otros por
Koseny (1932) y Russell (1934), asumiendo los drenes ubicados sobre el es-
trato impermeable.

Posteriormente, Hooghoudt (1940) desarrolla una formula que da una
relacion direct a entre la descarga y la altura del manto freatico a !a mitad de
los drenes. Se basa en las hipotesis D-F, con drenes enterrados a cierta altura
del estrato impermeable. Una de sus virtudes radica en su aplicabilidad para
suelos estratificados y una de sus desventajas es la determinacion previa de
la ubicacion del sustrato impermeable (do en la figural).

Puede citarse tambi€m el trabajo de Donnan W. W. (1946).
En el 58, puede destacarse el trabajo de Kirkham D. [10] basado en apro-

ximaciones fisicas en suelos homog€meosy un analisis matematico exacto con
el uso de la variable compleja, para la altura maxima del manto freatico
mucho menor que la altura de los drenes :

h (~) = LQ In ~ h (-2
1
) «do,

2 7fKs 7fT'

Wesseling J. (1964) [24] prueba que la diferencia entre los resultados de
las formulas de Hooghoudt y Kirkham es menor del 5%, cuando se desprecia
el f1.ujoen el estrato ubicado sobre los drenes.

En trabajos mas recientes, Tang Y. K., Skaggs R. W. (1977) [21]resuelven
la ecuacion de Richards por diferencias finitas, tanto para drenaje como para
subirrigacion . Realizan comparaciones tanto con resultados experiment ales
como con metodos aproximados, como es el caso de la ecuacion de Boussinesq,



incluso con porosidad drenable variable. Encuentran excelente concordancia
tanto de la ecuacion de Richards con las observaciones experiment ales, como
de estos con los resultados de la ecuacion de Boussinesq.

Hathoot H. M. (1984) [7] encuentra la formula de descarga con el uso de
la teoria de la variable compleja y el metodo de imagenes.

Fipps G., Skaggs R. W. (1986) [5] usan cuatro metodos para aproximar
los drenes por elementos finitos y resuelven la ecuacion de Richards.

Toledo P. G. et al. (1990) [23] con la teoria de la geometria fractal y la
fisica de las peliculas delgadas, represent an las caracteristicas hidrodinamicas
como funciones en potencias.

Mercado J. R. et al. (1996) [13]con el estudio del problema inverso para la
difusividad hidraulica y la aplicacion del analisis no-standard en los fractales
autosimilares, demuestran la naturaleza fractal de la difusividad.

en donde los subindices indican las respectivas derivadas parciales, y se dene-
ta con h la elevacion del manto freatico y con Ks la conductividad saturada.

Si se considera un corte del suelo con el perfil del contenido de humedad
en equilibrio y el manto freatico a cierta altura, el nuevo espacio poroso que se
llena cuando el manto se eleva y el perfil de la curva de equilibrio se desplaza,
se conoce como porosidad drenable ¢ (%). Tanto esta como la conductividad
hidraulica K (m/ dia) dependen esencialmente de la geometria de los poros
del suelo y sus valores estan correlacionados. Una estimacion aproximada se
da por la relacion [19]:

Una version generalizada de la ecuacion de Boussinesq puede enunciarse
como:

ht = (Ksh~-PhPhx t,
donde p es la potencia y hb un valor de referencia. El valor p = 1 corresponde
a la version ordinaria de la ecuacion.

Aplicando el teorema del valor medio, se acostumbra tomar la porosidad
como una constante caracteristica del material. La version generalizada con
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fuente q (m/ dia) y condiciones de frontera e iniciales, se represent a en la
siguiente ecuacion:

h = JL (Ka.hl-P hPJLh) + q(t)
t ax¢b ax

h(x,O) = ho(x)
h (0, t) = hI (t)
h (L, t) = h2 (t) ,

Dentro del problema directo, se suponen conocidos los coeficientes asi como
las condiciones iniciales y de front era de la ecuacion diferencial y el objetivo es
hallar las soluciones, tanto para regimen estacionario como para el transitorio.

Para el regimen permanente se estudia la ecuacion (1.4.1) inhomogenea con
termino fuente q y con condiciones iniciales y de frontera nulas, despues de
una primera integraci6n resulta:

_ Ks I-p p~ (_ L)o - ¢ hb h ax h + x 2 qo,



y al evaluar en la mitad de los drenes x = ~, denotar hM = h (~), Yhb como
un valor de referencia que ajuste las unidades fisicas, se encuentra que:

dependiendo de la relaci6n especifica de ¢J con h y su potencia p, este resultado
se generaliza a:

donde se ha sustituido do por de, que es la profundidad del estrato equiva-
lente (ver figura 1), 10 cual permite corregir el flujo radial no considerado
en esta aproximaci6n; tambi€m se Ie llama profundidad aparente del estrato
impermeable. Se tiene entonces la soluci6n al punto 4 del planteamiento del
problema, en donde se pregunta por la posible relaci6n entre la potencia del
coeficiente de transmisividad y la separaci6n interdrenes.

Dentro del problema directo, se busca la soluci6n transitoria de la versi6n
ordinaria (p = 1) de la ecuaci6n de Boussinesq [19], [18], [6], con la represen-
taci6n de la carga hidniulica por u,

¢JUt = (Ksuux)x
u(x,O) = Uo (x)
u (0, t) = Ul (t)

U (L, t) = h2 (t) ,

De acuerdo con los concept os de anaJisis de grupo de las ecuaciones dife-
renciales, se aplica el criterio de invarianza sobre la ecuaci6n de Boussinesq,
transitoriamente considerando que Ks y ¢J son constantes unit arias, repre-
sentada por:



La secci6n campo vectorial 2-jet j(2)y (.)

j(2)y = Y + (r8ux + q}8ut + ¢xx8uxx + ¢xt8uxt + ¢tt8uttl (5)

aplicada sobre ~ nos da:

Y rt ¢uxx
¢x8ux rt 2¢xux
¢t8ut rt -¢t
¢xx8uxx rt ¢xxu
¢xta rt 0Uxt
¢tt8utt rt 0,

Esta ecuaci6n desplegada produce un polinomio en 8 variables: las varia-
bles independientes, la variable dependiente y sus derivadas hasta el orden
dos:

Evaluamos sus coeficientes empezando por los de orden superior

UxUxt rt -2Tuu = 0
Uxt rt -2Tx = 0,

este resultado nos reduce las expresiones para la ecuaci6n (7).
Continuamos la evaluaci6n de coeficientes

nos reduce aun mas las expresiones para (7).
Los nuevos coeficientes dan



U~ t---t -cPt + cPxxU = O.

De la ecuaci6n (11) 0btenemos para cP

cP= (-Tt + 2~x)u
cPt = (-Ttt + 2~xt) U
cPxx = 2~xxxu,

-cPt + cPxxu = 0
- (-Ttt + 2~xt) U + 2~xxxU2 = 0,

~xxx = 0
~= ~XTt + px2 + ,8x + "i (t) ,

cPu = 4px + 2,8
cPuu = 0
~x = ~Tt + 2px +,8

y la ecuaci6n (12) se reduce a una identidad.
De la ecuaci6n (13)

~t = ~XTtt + "it
~xx = 2p
cPxu = 4p
cPx = 4pu,



p 0
Ttt 0
"(t 0

T(t) = 8t+0"
"(= cte,

finalmente el generador infinitesimal es

(~x8 +,8x + "()8x + (Ot + 0")8t + 2,8u8u

"(8x + 0"8t + ,8 (x8x + 2u8u) + 8 (x8x + 2tBt) .

(18)

(19)

1.4.3 Los grupos de la ecuaci6n de Boussinesq de infiltraci6n

Ahora hallamos los grupos [2], [16]:
Para VI = 18x tenemos

1 = dx X (0) = Xde'
X(C:)=C:+X,

it = j (X, i) = f (R; 1 (X) , i) = f (Rg -1 (X) , i) = f (X - c:, D
G 1 : (X, t, u) t-+ 9 . (X, t, U) = (x, i,it) = (X + c:, t, U) . (21)

Para V2 = 18t amilogamente

t(c:)=c:+t
it = r(x,i - c:) (22)
G2 : (x, t, u) t-+ (x, t + c:, u) .

x = dx X (0) = Xde'
2u = ~~,U(O) = U,



x (c) = xet::
u (c) = ue2c

G3 : (x, t, U) 1-+ (xec, t, ue2c) .

Para v 4 = x8x + 2t8t

x (c) xec

t (c) _ te2c

G4 : (X, t, U) 1-+ (xec, te2c , U) .

Como los generadores conforman un algebra de Lie, sus combinaciones linea-
les estan nuevamente en el algebra y son a su vez generadores. Combinamos
v4 con V3 para formar el generador

dx dt du
-==-=-
2x 3t u

se halla la soluci6n de la primera y se define por y la primera variable de
similaridad x

1 = cte = y, (29)
t3

se halla luego la soluci6n de la segunda y se define la variable v

u
I" = cte = v. (30)
t3



-1 "Uxx = tv,

en donde v' indica derivada con respecto a y, entonces la ecuacion diferencial
produce

2 (1 2,) 1 ( " (')2)C"3 3v - 3Yv = C 3 VV + v

y obtenemos una ecuacion independiente de t, y que, solo depende de y.
Despejamos el termino vv" y nos resulta

" 1 2, (,)2
VV = 3v - 3Yv - v ,

1, ( , 2)"vv = --v - 3v + -y v
YYY 3 3'

encontramos entonces la condicion necesaria y suficiente para la anulacion
de la tercera derivada

( , 2)" 1,v = 0 {::} 3v + -y v = --v
YYY . 3 3 '

1
c = -- b = 06' ,

(
12V y) = a --y6 .



1 1 2 1x2
U = Vf3 - Y - -- -6 - -6 t '

1x2

U + -- = w (t)6 t '

W' (t) = _! w (t)
3 t

cte
w (t) = d '

las soluciones finalmente son [8]

cte 1x2

u(x,t) = d - 6t'

Pueden usarse ahora los grupos para hallar nuevas soluciones, porque
estos transforman soluciones en soluciones,

En particular, con el uso de los grupos G1 de las translaciones espaciales,
el G2 de las translaciones temporales y volviendo a introducir los panimetros
hidrodimimicos Ks y cjJ, las soluciones se present an como

cte
u (x, t) = 1

(~(t + to)r

1 (x - ~r
6 ~ (t + to)"

Estas soluciones satisfacen la condici6n de anulamiento de la pendiente
para todos los instantes permisibles, en la mitad de la separaci6n interdrenes

a-uax L
X="2

1 x-J,.__ 2
3 ~ (t + to)



para cada instante permisible la forma de la curva es una parabola con ver-
tice en la mitad de la separaci6n interdrenes, que se abre hacia abajo, con
pendiente positiva en el extremo izquierdo y pendiente negativa en el extre-
mo derecho, con curvatura que depende de los parametros hidrodinamicos
y que decrece con el transcurso del tiempo. En particular, sobre los drenes
se observa un descenso paulatino y para instantes suficientemente grandes la
soluci6n se hace nula.

Puede satisfacerse la condici6n de frontera del tipo Dirichlet

cte
U (0, t) = Ul (t) = U2 (t) = 1

(~ (t + to)) 3

1 £2

- 24 ~ (t + to)

cteu(x,O)=Uo(X)= 1

( ~tO)3

Con esta colecci6n de soluciones (39), tambien es posible satisfacer una
condici6n de frontera del tipo Robin,

1 £ry--
- 6 (K ( ))~ L2cte ¢ t + to - 24

(
K ) ~ £2ete -t (t + to) - 24 > 0,

se observa que para instantes de tiempo suficientemente gran des el coeficiente
I tiende a cero y el enlace se pierde transformandose en una condici6n de
tipo Neumann (fiujo nulo).

Se ilustra en la figura (2), la grafica de la soluci6n transitoria (39):



ul(x)

u2(x) 200 -- _ --- - .
.. .. .. :..:.:: :.::..- ..- - - - - - - - - : ..: ..:..-:.::.. - =..:.:- .

Se asume que la ecuaci6n de Boussinesq en el caso unidimensional tiene
un coeficiente de transmisividad T (h) y una porosidad drenable que depende
de h, se quiere determinar la relaci6n funcional de esta porosidad drenable,

¢(h) ah = ~ (T(h) ah).
&t ax ax

Como en los problemas inversos, conviene aplicar una transformaci6n de
Kirchhoff

h

u(h) = J T(li)dli,
ho

au
ax

a au
ax ax

au = au ah = T (h) ah
at ah &t &t.



¢ (h)
B(u)=T(h)'

as! que la ecuaci6n de Boussinesq se transforma en

Se aplica el criteria de invarianza sabre la ecuaci6n representada par: [16],

~ = Uxx - B (u) Ut. (48)

La secci6n campo vectorial 2-jet j(2)y (.)

j(2)y = Y + ¢x8ux + ¢t8ut + ¢xx8uxx + ¢xt8uxt + ¢tt8utt, (50)

aplicada sabre ~ nos da:

Y t---t ¢B'ut
¢x8ux t---t 0
¢t8ut t---t _B¢t
¢xxa t---t ¢xx

Uxx
¢xt8uxt t---t 0
¢tt8utt t---t 0,

¢t = Dt (¢ - ~ux- TUt) + ~Utx + TUtt = Dt¢ - uxDt~ - utDtT
= ¢t - ~tUX + (¢u - Tt) (-Jiuxx) - ~uux (iuxx) - Tu (iuxxf

y la expresi6n para ¢xx despues de reeplazar Ut par iuxx,

cPXX = cPxx+ (2cPxu - ~xx)ux - Txx (iuxx) + (cPuu- 2~xu)u;
-2T xuUx (iuxx) - ~uuu; - Tuuu; (iuxx) + (¢u - 2~x) Uxx - 2TxUxt
-3~uuxuxx - Tu (iuxx) Uxx - 2TuUxUxt,



Esta ecuaci6n desplegada tambien produce un polinomio en 8 variables:
las variables independientes, la variable dependiente y sus derivadas hast a el
orden dos:

Evaluamos sus coeficientes empezando por los de orden superior

UxUxt 1---+ -2T u = 0
Uxt 1---+ -2T x = 0,

cPxx = cPxx + (2cPxu - ~xx) Ux + (cPuu - 2~xu) u~
-~uuu~ + (cPu - 2~x) Uxx - 3~uuxuxx.

Continuamos la evaluaci6n de coeficientes

asi ~ depende s6lo de x y t y esto nos reduce aun mas las expresiones para
(52)

cPxx
= cPxx + (2cPxu - ~xx) Ux + cPuuu; + (cPu - 2~x) Uxx· (60)

Los nuevos coeficientes dan



u~ t-+ - B<Pt + <Pxx = O.

De la ecuaci6n (61) obtenemos para <P

(!i-) = 0
B' 'uu

al continuar con el ancUisispara determinar las componentes del generador v,
se encuentra que en este caso el coeficiente B seria arbitrario, 10 cual entraria
en contradicci6n con teorema M-B # 1, que 10 clasifica como la transformada
de Fourier inversa de un proceso de Cantor generalizado, [13],

A n ( 1) j(n)B(o:,y') =lim (-1) 8q(n) - . (n+1) Pndpn,
n-->oo n qn

si la funci6n de los datos l es una funci6n completamente mon6tona en I R+ ,
qn

por el teorema de Krein-Milman, [3],en su versi6n teorema de Bernstein, esta
funci6n es representable como la transformada de Laplace de una medida de
Radon positiva y acotada en I R+, luego el coeficiente B es representable
como la transformada de Fourier inversa de una medida de Radon positiva y
acotada, entonces es una funci6n definida positiva y continua en I R.

Redprocamente, si B es una funci6n definida positiva y continua en I R,
entonces, nuevamente par el teorema de Krein-Milman, ahora en su versi6n
teorema de Bochner, es representable como la transformada de Fourier inver-
sa de una medida de Radon positiva y acotada, luego la funci6n de los datos



es la transformada de Laplace de una medida de Radon positiva y acotada en
I R+y por tanto result a ser una funcion completamente mon6tona en I R+.

En resumen, hay una interrelacion entre el canicter definido positivo y
continuo del coeficiente B y el canicter completamente monotono de la fun-
cion de los datos, y, el coeficiente B se represent a por:

Por tanto, solo es posible la primera de las dos opciones que se aluden en
(68), la cual esta dada por la ecuacion (67):

(dl:B) = 0,
du uu

con a, b y q constantes arbitrarias. Por la arbitrariedad de las constantes y
la definicion del mimero de Neper e, tambien es posible la presentacion

lim a (1 + ~)m
m-HXl muo (72)

(73)

B (u) = iReB = iRe (aei
:o),

para cualquier funcion continua con soporte compacto f, con la notacion
J (u) = f (-u), se comprueba facilmente, la desigualdad

que caracteriza alas funciones definidas positivas continuas, definidas en I R
y con imagenes en los complejos.

De otra parte, apelando nuevamente a la arbitrariedad de las constantes
y regresando a la ecuacion (46) se encuentra que

¢(u) =a'(u+b,)q
T(u) ,



La altura h esta medida a partir del nivel de los drenes que coincide con el
nivel del estrato equivalente, luego el coeficiente de transmisividad se expresa
por T (h) = KshP, entonces

h

u (h) = J K hldh = _l_K (hP+1 - hP+1
)s +1 so,

ho P
luego, con a una constante arbitraria,

1> (h) = a (hP+1
- hb+1Y (hP+1

- hb+1 + b'r '
renombrando las constantes a y b' se obtiene

( ( h )P+l)P ( (h )P+l)Q1> (h) = 1>0 1- h
o

1+ b h
o

'

en donde 1>0 seria la porosidad drenable de referencia, y, by q son constantes
arbitrarias. En particular se observa que sobre la superficie del suelo se
verifica, como debe de ser, la condici6n de frontera 1> (ho) = 0 y que tambien
debe cumplirse la condici6n p > O.

Cuando se realiza un corrimiento de los ejes coordenados para ubicar el
origen a nivel de los drenes, entonces el nivel de transmisividad cero es la
profundidad del estrato equivalente que permite corregir el f1.ujoradial no
considerado: h = -de y en la f6rmula anterior para la porosidad drenable
hay que sustituir h f--t h + de, y ho f--t ho + de.

Con la otra presentaci6n dada en la ecuaci6n (72), resulta la f6rmula

Gupta [6]obtuvo una versi6n empirica para 1>(h) de la siguiente forma:

~G(h)~~o(l-~) (l+b~f,
el cual es uno de los resultados obtenidos te6ricamente en este trabajo, con
los parametros siguientes:

q f--t -1,
P f--t 1,

:0 f--t (:J~,
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Tirante relativo

La funci6n para la porosidad drenable de Gupta se ilustra en la figura
(3).

Podriamos utilizar la soluci6n transitoria del abatimiento del manto freatico
(39), para resolver el problema inverso de la estimaci6n empirica de la poro-
sidad drenable, sobre el supuesto de que la conductividad saturada ha sido
determinada, por ejemplo, por los triangulos de textura u otros metodos.

Para una serie de datos sustituidos en la soluci6n (39), se obtiene una
serie de soluciones para la porosidad drenable, cuyo promedio nos daria un
estimado de esta caracteristica:
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